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2 


Si g=hk,ona hH>gE donc (h H?) cv! 


De plus s(G H)L) C {h xt car si ve (h #)t 


<Sv,hy>=<v,zhy>=<v, h(z, y) > = 0. 


2 


Car z2YEH siven 


. Le sous-espace (h #2) réduit S. 
Réciproquement, si S(W') C W' C V', on en déduit que 

WDV où W'=WLl Or W est T. invariant (car W' est S invariant). 

I1 s'écrit donc (2°/) 


D'où PE deu à et g=hxk. 


Il est immédiat que si g(1) = 0, gx) = &-Nk. 


: > Ë * 
D'où À. est une valeur propre de S (conjugués à cause de T ) ï 


D 6°/ La série ÿ (a z convergeant uniformément sur D et $S étant un 
o co 


: > Hauts nn - 
opérateur borné, on en déduit que ÿ CE: ê converge en norme. 
| 0 


La convergence faible résulte de 


ï I£CS 2) xlf< If. ASl + [xl] 
H 


borné indépendamment de r ; on utilise ensuite la compacité faible 


2 


de la boule unité de Hilbert H'. On a immédiatement : 


pee < el 


car [[S]]< 1 puisque [IT] = 1. 


Il suffit de voir que (£.g)(S) = £(S).g(S) mais ceci est clair en 


nn 
LS: 


revenant à la limite faible et au vu de £f(r S) = ÿ LC 


+ . < . bi F2 #3, 
Le noyau de f+t-> £(S) contient g par définition de V'. D'autre part, 


Le 


co * . 2 . . | 
si y € noyau c'est un multiple dans H de g car il définit un sous- 


espace T  invariant. 


Année 1971 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE BESSEL 


ÉNONCÉ 


N.B. — Les différentes parties du problème sont indépendantes dans 
une large mesure. 


On désigne par P le demi-plan de Poincaré, c’est-à-dire l’ensemble des 
nombres complexes dont la partie imaginaire est strictement positive, et 
par D le disque unité, ensemble des nombres complexes de valeur absolue 
(ou module) strictement inférieure à 1. Se 


Les fonctions considérées sont à valeurs complexes. 


I 


Le but de la première partie est de rechercher les représentations 
conformes de P sur lui-même. 


19 Transformation de Cayley. Démontrer que les conditions Im(z) > 0 
z—i z—i 

+i z+i 
définit une représentation conforme de P sur D; déterminer l'application 


et 


< 1 sont équivalentes. En déduire que lapplication z-—+ 


az+b 
| cz + d 
qui conservent globalement P? Quel est l’ensemble des images d’un point 
donné de P par ces transformations ? 

En déduire, à aide de la question 40, les transformations homo- 
graphiques qui conservent globalement D. 


2° Quelles sont les transformations homographiques z 
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30 Déterminer les transformations conformes du disque D sur lui- 
même qui laissent fixe l’origine (on pourra utiliser le lemme de Schwarz 
sur les fonctions holomorphes dans un disque). 


49 Montrer qu’il n’y a pas d’autres représentations conformes de D 
sur lui-même ou de P sur lui-même que les transformations homogra- 
phiques déterminées à la question 20. 


Démontrer que les translations réelles z+— 2 + Ë (£ réel), les homothéties 
— 1 
2-12 (n > 0) et la transformation z—+ ne engendrent le groupe 


des représentations conformes de P sur lui-même. 


Il 
On désigne par G le groupe des matrices carrées réelles d’ordre 2 dont le 
déterminant vaut 1 (groupe hyperbolique); on 1e fait opérer sur P par 
z= ee À de Get élément quel 
BA pd d e Rae quelconque 
de P. Soit p e Z un entier relatif fixé dans la suite de l’étude. 


Pour toute fonction + à valeurs complexes définie dans P et Bons tout 


, où g est l'élément 


élément g — È A de G, on désigne par ®, la fonction : 
| 2 99 (0) =lAm (cs +47 e(g.2 
en posant pour tout complexe z non nul Amz = Pl . 


40 Démontrer que, quels que soient les éléments g et g’ de G et la 
fonction ®, on a : 


(Po = Pos 


20 Si æ est une fonction deux fois continûment différentiable au sens 


réel (c’est-à-dire par rapport à x — Re (2) et y—Im (2) dans P, on définit 


2 2 
, où A = _ + _ est le lapla- 
cien. Démontrer que pour tout g € G on a Q (p,)=(Qo), (on démontrera 
qu':suffit de vérifier cette relation pour une famille de générateurs 
de. G; on achèvera la démonstration en uïilisant les généräteurs mis 
en évidence dans la question I 4° ainsi éventuellement qu’une expression 


l'opérateur Q par Qop=y?Ap—ipy 5 


de a à Vai ide de et 5) 


dz dZ 


30 Démontrer que, si o est une fonction propre de Q, c’est-à-dire s’il 
existe un nombre complexe À iel que : 


(1) Qp — AP (2) = 0 


ÉNONCE 


alors, pour tout élément g de G, w, est encore fonction propre de Q avec 
la même valeur propre À. 


Déterminer, s étant un complexe fixé, les fonctions © définies dans P 
i vérifient : 
+ w(az + b) = ao (2) 


quels que soient les nombres réels a et b avec a > Det z e P 
(as = e$ LE a avec Log a € R). Démontrer que pour tout complexe À on 
peut trouver s de manière que ces fonctions « vérifient l'équation (1). 


III 


Le but du problème est l'étude des fonctions propres + de l’opérateur Q 
qui vérifient en plus, pour tout £ € R et toutz € P, l’équation fonc- 
tionnelle : 


€) p (z+6)=e "5 (2) 
où 1 est un réel donné. 


19 À une fonction ® vérifiant (2) on associe a fonction f : y— (y) 
définie pour y >0 ; inversement æ est déterminée par f. Montrer que, 
pour que æ vérifie l'équation (1), il faut et suffit que f vérifie une équation 
différentielle linéaire du second ordre, que l’on explicitera. Résoudre 
cette équation dans le cas particulier u — 0. 


20 Dans le cas 4-0 on pose Y(u) =f () = p Oo! Écrire l’équation 
u 
différentielle vérifiée par y, et montrer qu’elle se ramène par un change- 


ment de variable adéquat à l’équation de Whittaker : 
2 4 L 
ewr@= (D -Kt+m 7) VO 


avec des valeurs de m et k que l’on calculera en fonction de p et À. 
1 
Démontrer que, pour p=0, h(u)=u 73 y(u) vérifie l’équation de 
Bessel modifiée : É 
u°h" + uh —(u? + n)h=0 


(On précisera la valeur de n). 


IV 
49 Pour z € P, on pose : 
w(z)=y—esL0e (Log y étant réel) 
+ 
Ÿ (28) = wy(s+É)e "dé geG  veR 


0 —1\ 
Soit &=(, 6) 
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(3) Wan = ET (E-m+s)e a [Co (a+ ) 2e-vdv 
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Démontrer que, pour s convenablement choisi, l'intégrale définissant 
dy (z; 8) converge dans P. Montrer que d(z; g,) est fonction propre de Q 
et satisfait (2). F . 

Écrire explicitement l'intégrale donnant (y) = Ÿ (y; &)- 


a b 


20 Montrer que, si g-est la matrice È s avec c Æ 0, alors Ÿ (2; g) est 


proportionnel à % (z; &.). Calculer le facteur de proportionnalité (on 

utilisera la décomposition g — ogte, € désignant l’une des matrices 

G ; ou &- 1 ,ret « étant deux éléments de G associés respective- 
0 1 = 

ment à une translation et à une similitude conservant P). 


-30.Montrer. que, dans le cas. — 0, f(y) est de la forme À y# où A 
est une intégrale fonction de s et de p que l'on pourra calculer en se:rame- 
nant à une intégrale eulérienne : à 


r (œ) r (8) . Œ—L —(œ+8) 
= = ir (+ dt 
B (& 8} = («+ 8) . (1+t) 
: | | À +i 
(On pourra faire le changement de variable d’intégration 0— — . , 
et, en notant que dans l'intégrale obtenue on a [0 |? — —6 (0 +2), 


. 


transformer le contour d'intégration d’abord en un contour de Hankel 
(cf. figure), puis en ] 0, + co | par un passage à la limite valable moyen- 
nant certaines restrictions sur s). 


49 Dansle cas général u # 0, expliciter l'intégrale donnant Yo(u) “fo (à) 


Le changement de variable v = i Ë — u permet de transformer cette 
intégrale en une intégrale sur un contour C de Hankel, comme à la question 
précédente. On indiquera des conditions suffisantes pour que cette trans- 
formation soit applicable et les valeurs de s pour lesquelles la nouvelle 
intégrale converge. 


En déduire l'expression de f, à l’aide de la fonction de Whittaker : 


2ir 


Pour p — 0, on obtient sous forme intégrale une solution de l’équation 
de Bessel modifiée. - 


ÉNONCÉ 


9° Démontrer que, moyennant une hypothèse convenable sur s,on peut 

transformer l'intégrale précédente en une intégrale sur ] 0, + co [| comme 

à la question IV 3°. Expliciter l'intégrale transformée (on rappelle l'égalité 
Lo) To) = is) 


sinr a)" 


6° Démontrer que, en prenant une détermination convenable de 
(1 + x)7°, qui sera précisée, et « non entier négatif, on a : 


mu 1 (T(u+aT() , 
(+x sr +. To. du 


pour | arg x | <x et pour un contour convenable A aïlant de — oi à 
+ © (on pourra utiliser un calcul de résidus ou la formule d’inversion de 
l'intégrale de Fourier, et la formule asymptotique : 


T(z+a) -V27 exp [(e+e- ;) Log z | 


2 


pour |z| -> oo, [argz|<rw—8 avec 5 >0). 


7° Démontrer, à l’aide de la question précédente, que : 


z 


1 5, (T(-k-u)T(-s-k-u)T(u) , 
QE OS À D(s—4) F—s5-4) de 
pour |arg z | < =, si s—ket 1—s—£# ne sont ni l'un ni l’autre des 
entiers négatifs. En déduire que W i=W 1. 
k—s+ ks—> 


8° Démontrer à l’aide de la formule (3) ou de la formule (4) que W, 
admet un développement asymptotique de la forme 


Zz 
e P(t+®+....+ un) 


1 37 
EE lorsque | z| — oo, |arg z| < LÉ 


où r, est dominé par 

9% Démontrer que les fonctions z2:-—+ W,,, (2) et z-—+ W_y » (—2) 
sont des solutions indépendantes de l’équation de Whittaker. En déduire 
la solution générale du système des deux équations (1) et (2), ainsi que les 
solutions de ce système qui sont dominées par une puissance de y lorsque 


= + 0. 
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